(La derivada se puede utilizar para el calculo
de la velocidad y la aceleracion? 7

DEFINICION Y REGLAS DE DERIVACION

NUMERICO - VARIACIONAL 3 /

CONCEPTOS CLAVE ZONA DE JUEGO:
Relaciona con una linea los términos
(Conceptos claves) con laimagen
segL'ln corresponda.
Derivada:
Es una medida de la rapidez con la que cambia el valor de
dicha funcion matematica, segun cambie el valor de la variable o
independiente.
Ax =Xr-Xi
Avy=YF-YI
Funcion:
Relacion de correspondencia con base en una regla, de forma R
Unica, que se determina biyectiva.
Concavidad:
La concavidad de una curva o superficie es una apertura en
oposicion al vértice. ¢
En este espacio responde la pregunta que se encuentra en la parte superior.
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Mapa boncepiual

Completa el siguiente mapa conceptual con los términos que encontrards a continuacién:
5 ; © Producto
© Funcién exponencial
natural
© Cociente
/ © Coseno
P © Radical

© Cotangente
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Comenzando con el fin en mente

¢Yasabes lo que aprenderads en esta unidad académica?
Si aun no tienes claridad preguntale a tu profesor.
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La derivada de una funcién f es la funcién denotada por y prima (y ), o por f
prima (f ) esla derivada de ycon respecto a x, la derivada de la funcién f con

Resuelve el siguiente problema
| introductorio:
; Una piscina tiene forma cuadrada con
dimensionesde 1,5mx 1,5 my de
fondo 2,5 m.

1
|
I

a. ;Cual es la tasa media de aumento
. del volumen del agua si el nivel ha
. subidode 0,5ma1,8m?

b. ;Cudl es la tasa instantanea de

aumento del volumen del agua en el
instante en que éste tiene una altura
de 1m?




Se dejé caer un objeto desde la terraza de un edificio de mas |
de cien pisos, y se registraron los datos que muestra la tabla 3
(estdn redondeados):

Tiempo en el aire (s) Distancia recorrida (m)

0 0
1 5
2 20
3 45
4 80

1) Selecciona los pares de valores y crea una lista de puntos;

2) Determina la férmula de la funcién que contiene esos puntos y escribela en el
campo de entrada, llamando x a la variable independiente. Pinta el grafico de f(x)
y considera solo x = 0.

3) Escribe la férmula de la funcion derivada de f(x). Pinten el grafico de g(x).

4) Responde las siguientes preguntas:

a) ;Qué representa la funcién g(x) en la situacién planteada?

b) ;Cuanto vale la pendiente de la recta del grafico g(x)? ;Qué significado
tiene ese valor?

5) Marca un punto A en el grafico de f(x), traza la tangente a la curva por ese
punto y muestra el valor de la pendiente (m).

7) Ubica el punto A haciéndolo coincidir con P1, P2, P3, P4y P5; observa cuanto

vale m en cada caso y completa, una tabla como la que se muestra en el ejemplo
a continuacion:

Valor de la pendiente de la recta

tangente al grafico de f(x)
en ese punto (m)

Po=1(0,0) 9(0)=
P.=(1,5) g(1) =
P,=(2,20)

Py =

Pe=

8) Redacta las conclusiones que saques al observar la tabla.




La recta tangente mide la pendiente de la
funcion en ese punto determinado.

f(b) y'
Q
Q
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Para poder hallar la ecuacion de esa recta
tangente en el punto de coordenadas
A(a, f(a)), si la escribimos en forma punto-
pendiente:

y - fla) = m(x — a)=4y = mAx

necesitamos saber el valor de la pendiente
m.

Para ello, si tenemos en cuenta que la
recta tangente es la posicion limite de las
secantes, entonces su pendiente sera el
limite de las pendientes de las secantes,
con lo que:

11P(a+h,fa+h)

f@+h)-fa

a a+h

El célculo de derivadas o célculo diferencial
surge en el siglo XVII al tratar de resolver
una serie de problemas que aparecian en
las Matemdticas y en la Fisica, como son
(entre otros):

La definicion de velocidad

La determinacion de la recta tangente a

una curva en un punto dado.

El calculo de los valores méaximos y

minimos que alcanza una funcion.

En estos y otros problemas similares de lo
que se trata, en el fondo, es de estudiar,
de medir y cuantificar, la variacion de un
determinado fendmeno, la rapidez con que
se produce un cambio.

La tasa de variacion media (TVM), o cociente
incremental, nos da una primera idea de la
rapidez con que varia un fenémeno en un
intervalo determinado. Se define como el
cociente:

flb) —fla)  flx) —flx,
a X X

TVM |a,b

0

o +h —flx, fix + Ax) — fx Ay
h Ax Ax

es decir, nos dice cuanto variaria la funcién
por cada unidad de variacién de la variable
independiente dentro del intervalo
considerado suponiendo que esa variacion
fuese uniforme en todo el intervalo.

P Af = (Xo + h) - f(xo)

Xo X0+h

Xo+ h) -fixo

h

La tasa de variacion media coincide,
evidentemente, con el valor de la
pendiente de la recta que une los puntos
de coordenadas

(x0, f(x0)) y (x0 + h, f(x0 + h)).

es la pendiente de P, P

El valor obtenido al calcular la T.V.M. de una
funcién en un intervalo determinado no
quiere decir que en todo el intervalo se haya
mantenido ese porcentaje de variacion;
de hecho, no suele ser asi. Ademas, lo que
interesanormalmente essaberloqueocurre
en un punto determinado: la velocidad en
un instante dado, la trayectoria que seguird
un disco al ser lanzado, el punto en que un
proyectil alcanza su maxima altura, etc.

Por tanto, el problema es estudiar la
variacion instantanea (T.V.l.) de la funcion
en un punto determinado x0. Para ello lo
que haremos sera estudiar su variacion en
intervalos [x0, x] (o [x, x0]) cada vez mas
pequenos haciendo que x se aproxime a x0.
En el momento en que x coincida con x0 la
T.V.M. se convertird en la tasa de variacion
instantanea que es lo que realmente nos
interesa.

Pero el problema es que en el cociente que
define la T.V.M. al llegar a coincidir x con x0
el denominador valdria 0. Por ello se define
la tasa de variacion instantanea como:

: mfx0 h) —flx,
h-0 h
fix) —fix,

TVI (x

lim
X > X X Xo
Y este limite es lo que hemos llamado
derivada de la funcién f en el punto x0.

Por tanto la derivada puede interpretarse
también como la tasa de variacién
instantanea, es decir, como la razén de
cambio instantanea de una funcién.

Ecuacién de la recta tangente a la grafica
de una funcidén en un punto. Ecuacién de
la recta normal.

Como vimos en la interpretaciéon
geométrica de la derivada, ésta es la
pendiente de la recta tangente a la funcion
(realmente a la grafica de la funcién) en el
punto de coordenadasP (a, f (a)) por lo que
la ecuacién de la recta tangente sera:

y—f(a)=f'a)(x—a

Para calcular la ecuacion de la recta
tangente utilizamos la ecuacién de la recta
en la forma punto-pendiente:

Y=Y, —miX—X,
La normal a una curva en un puntcP (a, f(a
es la perpendicular a la recta tangente en

dicho punto.
Si la pendiente de la tangente e m, = f'(a),
la pendiente de la normal serd m, 1

f'la
(ya que el producto de ambas debia ser -1)
y la ecuacion de la recta normal nos viene
dada por:

1
f'la

Sif‘(a) =0, la recta tangente serd
horizontal y de ecuacién y =f(a). En
ese caso la recta normal es vertical y de
ecuacion x =a.

y-fla

F Y

<o i o Tangehte




Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva dada por f(x

x>en el punto de abscisa x=2.

Calculamos la derivada de la funcién dada en el punto que nos indican. Aplicando la propia definicion tendremos:

) . f@+h)—f2 . (2+h?-2* 2*+322h+3.2 h*+h)-2°
f'(2) =lim lim lim
h-0 h h-0 h h-0 h
2 2 3 2 2
I|'m32 he3.2h" ch lim h327+32h+h lim(3.2*+3.2 h+h*=3.2=12
h0 h h-0 h h0

En consecuencia,
1

f'(2

f'(2) =12 m, =f'(2) =12 y m,

Una vez que hemos obtenido las pendientes de las rectas tangente y normal a la curva, podemos escribir sus ecuaciones,

utilizando la ecuacién de la recta en la forma punto-pendiente:
Si tenemos en cuenta que el punto de tangencia tiene por coordenadas (2,f(2))=(2,8
son:

Ecuacion de la recta tangente:

y-8=12(x-2)—>y=2x-16

Ecuacion de la recta normal:

e

etividad

actividad extra-clase ) actividad en clase O

Encuentra las derivadas de las siguientes funciones:

f(x)=5+6x 2+ 7x R/ f'x)=12x+7
_I 2
f(x) =33--x°
2
4 2
f(x) =5(2x—4)3 (5x+6)3
3
f (1) si f(x 22X 4
X —4x+1
, . 3 . 25
f(3)si f(x 2x° —4x+5 f (3 3.6466

Para las siguientes funciones halla la derivada en el punto que se indica.
2 2

a) x3+y3=5; (81

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la circunferencia x?
en los puntos (4,3) y (-3,4).

b) (x—y*)(x+xy) =4 ; (2] QX +y

1
12

, lasecuaciones de las rectas pedidas

3 3

2xy; (1,1

y’> =25



Las formulas o reglas de derivacién son las siguientes:

DERIVADA DE UNA FUNCION CONSTANTE:

Una funcién constante es siempre derivable y su derivada vale
siempre 0.

f(x) =k f"(x)=0
DERIVADA DE LA FUNCIGN IDENTIDAD:

La funcion identidad es siempre derivable y su derivada vale
siempre 1.

f(x) = x f"x)=1

DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE EXPONENTE NATURAL:
La funcién potencial de exponente natural es siempre
derivable y su derivada vale.

fix) =x" f)=nx""

DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES:
Si dos funciones fy g son derivables la funcién suma f + g
también es derivable y su derivada es la suma de las derivadas.

f+9) ()=Ffx+g (x

DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES:
Si dos funciones fy g son derivables la funcién producto f g
también es derivable y su derivada vale.

fg) (x)=f(x)-gx +fx g (x

Como caso particular tenemos que si una funcion f es derivable
el producto de un niimero k por la funcién f también es
derivable y su derivada vale. k- () = K

En el caso de tres funciones seria:
(Fg h)” (x) =f" (x)-g(x)-h(x) + f(x)-g" (x)-h(x) + f(x)-g(x)-h" (x)
y asi sucesivamente.

DERIVADA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES:

Si dos funciones f y g son derivables, en los puntos en que la
segunda sea distinta de cero la funcién cociente también es
derivable y su derivada vale.

!

f Y f (x)-gx) —f(x) -g"(x
2
g g(x
Como caso particular tenemos que si una funcion g es

derivable la funcién | es derivable en todos los puntos en que
g sea distinta de cero y su derivada vale. /

Robert kiyosaki

DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE EXPONENTE
ENTERO NEGATIVO:

La funciéon potencial de exponente entero negativo es
siempre derivable y su derivada vale.
fog=x " f(x n-x "'

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA:

La funcién logaritmica f(x) = In (x), que sélo estd
definida para los numeros positivos, es siempre
derivable y su derivada vale.

1

X

f(x) =Inx f(x

DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE EXPONENTE REAL:

La funcién potencial de exponente real f(x) =x aes
siempre derivable y su derivada vale.

a a-1

fix) = x ffx)=a - x

Como caso particular tenemos la derivada de la raiz
n-ésima (que se deduciria escribiéndola como potencia
de exponente fraccionario y derivando):

f(x) =%¥x f'(x
Y para la raiz cuadrada:

f(x X f(x

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE a:
La funcién logaritmica de base un nimero real a (positivo
y distinto de 1), que esta definida sélo para nimeros
positivos, es siempre derivable y su derivada vale.

fix) =log, x f'(x 1 ! log, e

x-lna x

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL DE BASE a:
La funcién exponencial de base un nimero real a
(positivo y distinto de 1) es siempre derivable y su
derivada vale.

f(x) =a* f'lx) =a* -Ina

Como caso particular podemos considerar la funcién
exponencial de base el nUmero e, que suele llamarse

simplemente funcién exponencial, cuya derivada es
fix) =e”™ ffix)=e”

Esta es la Unica funcién que coincide con su derivada.



Debido a unas pésimas condiciones ambientales, una colonia de un millon de
bacterias no comienza su reproduccién hasta pasados dos meses. La funcién que
representa la poblacion de la colonia al variar el tiempo (expresado en meses)

viene dada por:

10° si 0t 2

fit
10° e'? si t

Realiza los siguientes ejercicios:

a) verifica que la poblacién es funcién continua del tiempo;
b) grafica la funcion y verifica el resultado del punto anterior;
¢) calcula la tasa de variacion media de la poblacion en los intervalos [0,2] y [0,4].

d) calcula la tasa de variacion instantdnea en t=4.

Realiza en este espacio la grdfica:



14 . DERIVADA DE UNA COMPOSICION DE FUNCIONES. REGLA DE LA
CADENA:

Dadas dos funciones f'y g, si la funcion f es derivable en
un punto x y la funcién g es derivable en el punto f(x), la
funcién compuesta gBf es derivable en el punto x y su
derivada vale.

(g°f)” (x) = g" [f(x)] - f* (x)

1b . DERIVACION LOGARITMICA:

Es un método que permite calcular facilmente
muchas derivadas y que consiste en tomar logaritmos

neperianos en los dos miembros de la funcién y derivar a

continuacion.
Ejemplos:

1
’
_ = cosx-Inx + —-senx
y=x y -

sen X)

Ln (y)=1In (x y'=[cosx'lnx +l»senx]y
X

1
Ln(y)=senx-Inx vy’ :[cosx-lnx + —-senx [-x ™
X

ANEXO: REGLAS DE DERIVACION:

( OPERACIONES REGLA

SUMA Y DIFERENCIA (fxg)'=f"%g
PRODUCTO (f-g'=f-g+f-g
fl_fo-fg
2

COCIENTE -
(5115

PRODUCTO POR UN N° (k.f)' =k.f'

COMPOSICION (go f)' =gi(f(x) f'(X)

13. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS:

2
-1
S 2y —
Ctgx=-Csc*x (Senzx)

Secx =Secx (Tanx)

Cscx=-Cscx(Ctgx)

15 . DERIVADA DE LA FUNCION RECIPROCA 0 INVERSA:
Si una funcion f es inyectiva y derivable, con derivada

distinta de cero, la funcidn reciproca o inversa f - 1
también es derivable y su derivada vale.

) o0 =—
£1F 1 0]

17 . DERIVACION IMPLICITA:

Es un método que se emplea cuando resulta dificil
escribir la funcién a derivar en la forma y = f(x).

2x-y2+3y=5

2y +2yy2x+3y’ =0
' -2 :

y = !

4xy + 3

18 .REGLA DE LA CADENA DERIVADAS TRIGONOMETRICAS:

Sen u(x): Cos u(x) - u (x)
Cos u(x): -Sen u(x) - u'(x)
Tan u(x): Sec? u(x) - u' (x)
Ctan u(x): -Csc? u(x) » u'(x)
Sec u(x): Sec u(x) Tan’u »

Csc u(x): - csc u (x) « cot u(x) -u'(x)
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letvidad

actividad extra-clase O actividad en clase O

Relaciona la grafica de cada funcion dada en las figuras a)-d) con las gréficas de sus derivadas I-IV.
Explica las razones de su eleccion.

a) yAx b) y 4
) 0 X 7 0 X
) y[ d) y ‘[ I y‘l‘
) 0| ¢ ) lo X ) lo ’
1) 1 y V)
y1 { y [
< ‘ > ) 0 ) < >
Para cada una de las siguientes funciones, traza la grafica de su derivada.
a) b) y A C)
yJ\ y A
‘ o x T 0 T =

Determina la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a. f(x X X X . fix X x+8/ c. f(x) =sen3x*+8
f 3x* +16x> +25x +5 b, f 16x> +5x +8
4
1
d. f(x _3x - > e. f(x) =x2*J/cosx f. f(x) = tan(sen(~/x?
X
3 2 3
g. fix X" +5x" +1 h. f(x) = (3x+ 5)/x +1cos(x?) i f(x) = 22X
tanx

X

1



